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Aus (lem Cyklus von Vorlesungen^ welche der bis zum letzten 
Lobenstage schalfensfreudige Leopold Kronecker an dfer Berliner 
Ujuversitilt gelialten hat^ erscbeint bier diejenige fiber die Theorie der 
einfaclien mid der vielfaclien Integrale. Ffinfmal hat Kronecker liber 
diesen Gegenstand gelcsen; zuerst iin Wintersemester 1883/84 zwei- 
sttliidig ^^Ciber einige bestimmte Integrale^^; dann in den Sommer- 
semestern 1885 vierstfindig und 1887, 1889, 1891 sechsstiindig. 'Flir 
die Heraiisgabe lagen Kroiiecker’s Notizen zu sammtlichen fiinf Col- 
legien, sowie die auf seine Veranlassung angefertigten Nachschriften 
auB den Jahren 1883/84, 1885, 1889 vollig und die aus dem Jahre 
1891 zur Hiilfte vor. 

Wor Kroiiecker’s Vortrags- oder Arbeitsweise kennt, wird wissen, 
dass eiiifillirende, elementare Vorlesungen zu halten, mit seiner Ideen- 
fiille sicli nicht vertrug, Mit Hintansetzung peinlich stronger Systematik 
kniipfte er viillig eigenartig an Untersuchungen an, die ihn augenblick-* 
licli beschiiftigten, oder er liess sich umgekehrt durch den vorgetrage- 
nen Stoff zu eigenen, tiefsinnigen Forschungen anregen und gab dann 
neue, oft von gestern auf heut gefundene Resultate und Beweise. Man 
■ware geneigt, seine Vorlesungen „esoterische^^ zu nennen. So erklart 
sich das Anwachsen des Materials bei wiederholten Behandlungen; so 
das ausfiihrliche Eingehen auf einige Theile des Stoffes gegeniiber der 
kurzen Besprechung anderer Theile; so die vielfachen Umwalzungen 
und Abanderungen von einem Vorlesungscursus zum andern. So erklart 
sich aber aucli die ausserordentliche Anregung, die von seinen stets 
lebensvollen Vortrllgen und von seinen -weittragenden Bemerkungen 
ausging. 

Und endlich erklaren sich so auch die Schwierigkeiten, welche in 
der Pixirung dieser, in bestiindigem Flusse befindlichen Vorlesungen 
lagen, deren Weiterentwickelung nur der Tod des unermlidlichen 
Porschers liemmen konnte. 

Es war bei der Herausgabe nicht moglich, einen bestimmten 
Cursus — etwa den letzten — als unbedingt massgebend zu Grunde zu 
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legeii; sondern es musste auf die librigen zuruckgegrijBfen, und ilinei 
mussten majQclierlei Aeusserungen und Gredankenfolgen entnommei 
werden. Dies durfte natiirlicli nur auf Grrund sorgfaltiger TJeberlegun^ 
gesclieben, und mein Hauptbestreben bei jeder notbwendigen Aenderunj 
war es, die Vorlesungen moglicbst cbarakteristiscb zu gestalten, um 
moglicbst viel von der Eigenart der Kronecker’scben Vortragsweise zi 
wabren. Icb bin mir wobl bewusst, dass der Wertb meiner Arbei 
daran abzumessen sein wird, wie weit mir diese scbwierige und scbom 
Aufgabe gelungen ist. Von irgend welcben auf die Sacbe oder au 
die Literatur beziiglicben Zusatzen babe icb voUig Abstand ge 
nommen. 

AUe Notizen, welcbe die Herausgabe betrefifen, sind in den An 
merkungen am Ende des Bucbes zusammengestellt worden. 

Giessen, im October 1893 . 

Eugen Netto. 
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Erste Vorlesung. 

Zwei Definitionen des Integrals. — Kistorische Bemerkungen. — Beliebige Theilung 
des Intervalles' — Grenzbegriff. — Stetigkeit. — Bedingung filr die Convergenz 
der Summen. — Differentiation des Bitegrals. — ^ Gmndregeln. — Beispiele. 

§ 1 * 

Euler beginnt seine im Jalixe 1768 erschienene Integralreclmung 
mit folgender Definition: Calculus integralis est methodus^ ex data 
j^differentialium relatione inveniendi relationem ipsarum quantitatum: et 
„operatio, qua hoc praestatur, integratio Yocari solet." 

Wir wollen zunachst auf diese Definition zuriickgelien und uns 
also die Aufgabe stellen: wenn eine Function f{po) gegeben ist^ eine 

Function so zu bestimmenj dass = /*(^) wird; weiter: wenn 

eine Function f(Xy y) gegeben ist, Fix, y) so zu bestimmen, dass der 
Bedingung v) geniigt wird, u. s. f. bis auf n Variable. 

In diesen Vorlesungen soUen nur die bier gegebenen speciellen Diffe- 
rentialgleicbungen sowie die Probleme; welclie dadurcb. gekennzeicbnet 
sind^ bebandelt werden. Die Anwendungen dieses Tbeils der Analysis 
auf Algebra^ Zablentbeorie und Geometric sind namentlicb durcb Gauss^ 
Diricblet und Caucby sebr umfassende geworden. 

*Diricblet bat die Vorlesungen fiber diesen Zweig der Analysis 
im Jabre 1842 in Berlin eingefiibrt, und er bat ibnen den Titel: 
„Tbeorie der bestimmten integrale^^ gegeben. Wir baben, an Euler 
anknfipfend, es vorgezogen, unsere Vorlesungen als „Tbeorie der ein- 
facben und mebrfacben Integrale^^ zu bezeicbnen. Der Nan^^^bestimmtes 
Integrak^ erweckt den Anscbein, als ob die Grenzen wirklicb immer 
bestimmte Grossen sein mussten, was docb bei sogenannten bestimmten 
Integralen wie 

00 X 

J f(x)dx , J*f(x)dx 
0 0 

gewiss nicbt der Fall ist. Diese TJnbestimmtbeit der Grenzen bedeutet 
gerade den Portscbritt yon der Praxis zur Tbeorie, genau wie das 

Kronecker, Integrale. 1 
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Bectnen mit Buclistaben an Stelle von Zahlen. Es ist ganz gleich- 
. giiltig^ ob die Grenzen bestimmt sind oder nicht; das Bestimrat-Seiii 
ist nicbt das Entscbeidende, und deshalb haben wir das Wort weg- 
gelassen. Femer soil der Titel anzeigen, dass wir uns nicbt mit be- 
Hebigen Differential-Gleicbungen bescbaftigen wollen^ deren Bebandlung 
ebenfalls unter die von Euler gegebene Definition fallen wtirde. 


§ 2. 

Denken wir uns die Function f{pi^ gegeben^ so lautet die Be- 
dingxmgsgleicbung fur die zu bestimmende Function F{p) ausfubrlicb 
gescbrieben folgendermassen: 

(1) 

7i~Q ^ 

Hierbei ist eine wesentbcbe Yoraussetzung die, dass f(x) eine eiii- 
deutige Function sei. Gebt man auf die Bedeutung des limes ein, 
so besagt (1): ,,in 

(2) = /-(a.) + h) 

„soll (p(Xy h) mit h zugleicb naeb Null convergiren/^ 

.Die letzte Gleicbung fubrt uns sofort auf eine Art algebraiscber 
Lbsung unseres Problems. Denn gilt sie in einem gewissen Interval! 
reeller Wertbe fiir x, etwa von bis x^ setzen wir dann: 

(3) ’ X — = nh also h = — 

und geben dem x in (2) der Beibe nacb die Wertbe 

x^ + 'h,x^ + 2h, x^ + (n — l)h, 

so entstebt: 

-F(^o+^) — ^ , 

F(x^-^2Ji) — F(xQ-jrh) ===hf(xQ-\-Ji) 

F{xQ-^^h)-~F(xQ + 2h) =hf{xQ + 2h) +'hq)(xQ + 2h, h) , 


+ (^—1)^) =:.hf{x,+{n—l)h) + A9) + {n~l)-h, h) , 
und man erbalt durcb Addition wegen (3): 


(4) + 

X = l> 


W — ’1 

x—x^ y 

n ' 
x = 0 


9’(^o + 


X — X — x^ 


Wir setzen weiter Toraus, dass in dem Bereiche von rCo bis x der 
Wertb von h so klein angenommen werden kann, dass jedes q)(x', h) 
ftr unterbalb einer vorgeschriebenen kleinen Grrosse t bleibt. 
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Man sagt, wenn dies eintritt, ^^der Differenzen-Quotient naiert sicli in 
;;dena Intervalle dem Differential-Quotienten gleichmassig’^^. Dann geht 
(4) liber in 


( 4 ») 

0 

Hier sei ein ftir alle Mai bemerkt^ dass wir bei Summen d5i Summa- 
tion sbuclistaben niclit besonders hinschreiben^ 'wenn derselbe obne 
weiteres ersiclitlicli ist. Lasst man jetzt in (4*) den Wert von n mebr 
und mehr wachsen, so ergiebt sicb das Resultat: 



Es ist also unter den gemachten Yoraussetzungen F(oo^ als Grenzwertb 
einer Summe bestimmt worden. 


# 


§ 3 . 

Der Begriff des Integrals als einer Summe ist der bistoriscb ur- 
spriingliche; er findet sich der Sache nacb scbon in den Bucbern des 
Archimedes, Dieser Mathematiker zerlegt eine^ von einer Curve ein- 
geschlossene Flache zum Zwecke ihrer Quadratur in eine Anzahl gleicher 
Oder ungleicher trapezartiger Figuren, betrachtet den G-esanuntinhalt der- 
selben und verfolgt diese Grdsse, wenn die Anzahl durch wiederholte 
Theilung wiichst bei gleichzeitig abnehmender Dimension der Grund- 
linien dereinzelnen trapezartigen Theile. Sobald dann Des cartes Curven 
durch Gleichungen darzustellen lehrte, war aus der Plachenberechnxmg 
des Archimedes die Berechnung von Integralen ge worden. 

Bei genauer Betrachtung erweist sich der Archimedische Gedanken- 
gang als ausserst merkwiirdig. Um den Placheninhalt A.JBCD zu finden^ 
theilt man AD in kleine Theile, 
deren einer sei, sucht dann eine 
Ordinate JK der Art, dass EGSF 
= FF • JK wird, und bildet nun 
die Summe aus alien EF JK. Man 
nimmt also das Problem fiir ein 
kleines Stuck EG-HF bereits als 
gelost an. Was ist aber fiir den 
Mathematiker „gross^^ oder „klein^Y 
Es ist iiberraschend, dass man in den Naturwissenschaffcen so oft das 
„KIleine^^ gern in den Kauf nimmt, wenn man sich das „Grosse‘^^ damit 
erklaren zu konnen glaubt. Das erirmert an das Goethe’sche Wort: 
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„Du kaniwt im ({nwsfii tiichts viTriciiJfii 
XTiicl faugsfc oa aaii im Kliniifii an/* 

So meint man” die Massenakfcraefcion b.»Kn*illi<-h.-r /m w.mn 

man einen Attractionailther annimmt. uml die Kraft nun v.m lli.ii.- tmi 
zu Theilcben wirken liisst,; ao „erklilrt“ die Darwin'mdm ihe..r... d,.- 

grossen Abweichungen, welel.e hei den tiatinuK -..ga 

nischer Wesen auftreteu, indein sie l.-hrt. wn- di.*H.dl.en huh 

Aenderungeii liervox’geheri. * t 

Da es aber bei der praktiadien Anweminng der Miitheiiuilik 
nur darauf ankommi:, von einor Zahl '/.u wiaHon. dum «ie imierfudf. 
eines bestimmtea.IntQrvalle8 liegt, >!«««''» <*«-nHHe v..i. tier zu v.^rlung-ud..,, 
Genauigkeit abbangt,*so wird una aueh die tlnrgelegte Metliude, »ie 
wir sehen werden, in brauchi)arer VVeine zur IntegralfMiieti..ii verhelfeti 

Nach der Methode dor Sumnmtioii, die ibm liitegm! liefert, naniife 
ea Leibnitz „functio snmmatoria" and fnlirte zur |{e/ei.dmui<g .ler 
selben das Summenzeiclion / ein. Bei Ijeibnitz. kann ninii di*' Kr 
findung der Integralreclmung fiirmlieh in ilireii eiiizel».m Stadieii ver 
folgen; die Grdsse h, das Stuck KF der (irumllini.*, win! bei iliin vim 
Jakr zu Jalir kleinar. 

Erst Johann Bernoulli legte den HttU|dnuelidnuk nuf die <f|.e 


ration des Zurilckgeheus von eiman gegeliemm IHlIereutiidijuetieiitmi 
auf die ursprUngliche Function und nntinte dieae didier .jintegride", 
von „integer“ das „Ursitr(lnglicho“. 

Der Sache nach gohiirt die IntegnUreebnung eigentlieb vor die 
Differentialrechnuug; nur biotet sie grbwusre Sebwierigkeiteii ali* d»e«e, 
und daher setzt miui dio Kotmtniss der DiffereiitiiUreehiiung lieber vnraii** 
Diriclilet begumt seine Vorlesungen init der Definition vlest late 
grals als Grenzwerth eiuor Bumme, wie wir sie in (f») gegeben Imfien 


Bei Riemaun tritt eine sehoiMbar noch weitore Definititin niif, iinbnn 


die Theile, in wolclio die Btrocke (.«. —• -x,,) zerlegt wird, iiiehl ineftr nle 
gleich vorausgesetzt wisrden. Uel)rig«us war Riemaun nielit der ersfe, 
welcher solche Theiluugou benut/.to; »ie iimlen sieh sditiii bet 
in der Abhandluug ttber inechanischM Quodratur. 

Wir wollen diosc Art der Definition jtstzt besjm'chen nnd hiih 
dabei der geometrischen Repraaentatioji bedimien. 


§ 4 . 

Bezieht man dio GHeichung t/ «■ f(j:) auf ein nwlitwitiklige* t*i«»rdi 
natensystem der x, y und theilt die Abscissen-Axe von .i„ bi« z *-* r, , 
in n Theile a%» . . . aJsx+sj (» “■ B, 1 , 2 ,... n I mt werden dtm b 



tli*^ .r tliirr.!i ilip in ihm (11 + 1 ) Thinlpiui'kinii I'rrinlifcntrni Onlinatntt 
iitiii liiirrfi ilin 1/ f{j') ii!h B<*grt»iiziitjgini , n impimiirtign Fliielum' 
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—1 

V(_ 4 - [f(hy.+0 + 

"T 

-n — 1 

^ i3/2K-|-2)/(l2)f + l) ? 


told also: 


W X 

( i^2>J “f" ^2;«4-2)/*(^2 x + i) 


«— 1 


w — 1 


=2 (- + «2X+2)/’(§2*+i) — (— ^2.^ + 

Aelmlicli folgt fur die zweite Theilung; 

n — 1 

^ (— Xiy. + ^ 2 x + 2 )/‘(a; 2 "x + l) 


w — I 

• (— a 32 x + a:2x+2) /'(I2X+1) — (— a;2x + a:2x+2)tfx 

' ( 0 ^d"^l).“ 

Durch Subtraction der letzten von der vorletzten Grleicbung ergiebt.sicli: 


W-— 1 

0*)^(—^2y + «2x+2)[/(»2x + l) /’(^rx+l)] = ^ ^(— a;2x + a^2x+2)gx 

® (_ 1 ^£< 1 ). 


Rechts steht die Summe aus je einem der anfeinanderfolgenden Ab- 
scissentheile multiplicirt mit der grossten Schwankung der auf dieser 
Strecke vorhandenen Ordmatenwertke. Bei stetigem f(x) wird diese fiir 
n^oo^ d.L bei fortgesetzter Verengerung der IiiterYalle( — 
bebebig klein. Beacbtet man, dass damit auch das Maximum o der 
Ojc uneiidlich klein wird, imd dass die obige Summe kleiner ist als 
( — cOq a)2n)^) so folgt, dass die recbte Seite in ( 7 ^) bei stetigem 

f{sc) bebebig klein gemacbt werden kann, und dass also irgend zwei 
Summeu ( 7 ) bei liinreichend kleinen Intervalleu sick Yon einander um 
weuiger als eine beliebig kleine gegebene Grosse untersckeideu; d. k. 
,,die Summen ( 7 ) conyergiren gegen einander^^ 

Wir konneu die Bedeutung der Summen ( 7 ) nock erweitern. Jedem* 
Interyalle (x2x . • • ordnen wir ein anderes • • • £^+2) zu, welckes 

das erste umfasst, mit ikm gleickzeitig unendlick klein wird, sonst aber 
Ypxllkurlick gewahlt werden kann, so dass z. B. die neuen InterraUe 
( 52 ;^ . . . t2K+2)) (S2X+2 • . . S^x+4), . • • libereinander greifen dllrfen. Fur 
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diese neuen Intervalle seien jetzt die Grossen 12 , , £ , , <j ceTiaii 

SO definirt:, wie friiher fiir die alten. Dami bleiben, aucb wenn 
^2 >i+i neuen, weiteren Intervallen angenommen werden^ alle 

Schliisse besteben^ und die Formel (7"^) gilt in der erweiterten Bedeutung. 

Diese Auffassung von (7^^) zeigt, dass selbst bei verscbiedenen 
Theilungsgesetzen alle Summen Ei—x^y. + X 2 yJr 2 )f{x 2 ^Jr^ gegen ein- 
ander convergiren. In der That, wenn zwei Tbeilungen mit den zu- 
geborigen Ordinaten gegeben sind, so kann man zunacbst sammtlicbe 
in beiden Tbeilungen auftretenden Tbeilpunkte einer dritten und einer 
vierten neuen Tbeilung zu Grrunde legen. Diese beiden neuen Tbeilungen 
lassen sicb aber sofort mit den beiden alten identiscb macben. Dazu 
reicbt es aus, alien denjenigen Intervallen der dritten (vierten) Tbeilung, 
welcbe aus einem einzigen Intervalle der ersten (zweiten) Tbeilung ent- 
standen sind, gerade die Ordinate zu'geben, welcbe jenem einen Inter- 
valle der ersten (zweiten) Tbeilung angeborte. Nun stimmen die beiden 
neuen Summen mit den beiden alten ibren Wertben nacb uberein; wegen 
der Wabl der steben sie unter der erweiterten Form (7); es 

gilt also, wie bewiesen werden sollte, aucb bier (7*)# 

Danacb ist ersicbtlicb, dass die speciellere § 2, (5) gegebene De- 
finition vollkommen ausreicbt. Ferner ist es klar, dass, wenn die 
Summe (6) einen bestimmten Grenzwertb bat, welcber dem Inbalte des 
betracbteten Flacbensttickes gleicb ist, alle Summen 

+ X2y^2)f(X2x-j~l) 

nacb demselben Inbalte zu convergiren. 

§ 5 . 

Zu alien den bisberigen Entwickelungen ist zu bemerken, dass 
die unserer Auffassung zu Grunde liegende Annabme, der Inbalt einer 
Placbe lasse sicb genau durch Zablen auswertben, durcbaus nicbt frei 
von Bedenken ist. Nur wenn wir von vornberein eine Function F(x) 
kennen, deren Ableitung gleicb der vorgelegten Function f(x) ist, 
konnen wir die Existenz eines solchen Grenzwertbes behaupten. Die 
geometriscbe Anscbauung darf uns nicbt dazu verleiten, diese Existenz 
als selbstverstiindlicb anzuseben. Kennen wir eine Function JF(x) nicbt, 
so fiibrt (6) lediglicb anf gegen einander convergirende Reiben von 
Zablenwertben, und mit diesen aUein dtirfen wir recbnen. 

Es ist ferner zu beacbten, dass bei unseren bisberigen Scblussen 
mit grossten und kleinsten Funcfionswertben innerbalb der einzelnen 
Intervalle operirt worden ist. Es fragt sicb also, ob die Existenz solcber 
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Maxima und Mmima okae Weiteres feststeM. Das ist niclit der Fall. 
Ja, es lasst sich. im Gegentlieil zeigen, dass bei manclien Punctionen 
f(x) die Operation (6) auf Reihen yon Zahlenwerthen fukrt, die gegen 
einander convergiren, wahrend die Existenz der Maxima und Minima 
sick nickt beweisen lasst. Im Allgemeinen kann man die Maxima und 
Minima nur finden, wenn die Function sick differentiiren lasst; ist 
dies nickt der FaU, wie in dem yon Riemann gegebenen Beispiele 
der stetigen Function 


Hm 


dann diirfen wir auck nickt mit iknen operiren. 


§ 6 . 

Der sckarferen und allgemeineren Passung des bisker Gegebenen 
seien einige ausfukrlickere Erlauterungen beziiglich des Grenzbegritfes 
vorausgesckickt. 

^(m) keisse eine Function der positiyen Zakl m, wenn ein be- 
stimmtes Recknungsverfakren festgestellt ist^ mittels dessen ftir jede 
Zakl 1, 2, 3; . . . . . der Wertk yon gefunden werden kann. 

Es besitzt dann die Gleickung 

lim ‘tp(m) — 0 

m=:<X) 

folgende Bedeutung; „Wird eine beliebig Heine positive Zahl r ge- 
„geben, so ist es moglieh, eiue Zahl M so gross zu wahlen, dass fur 
,jeden Werth von m, der ^ Jf ist, | < r wird." Dabei bedeuten 

die Verticalstriche, wie immer im Folgenden, nacb dem Vorgange des 
Herm W^eierstrass, dass der absolute W^ertb der eingescblossenen 
Grosse zu nekmen ist. 

Da sich jeder, andere Gtrenzwerth auf Null zuruckfuliren lasst, so 
kann man bei jeder Grenze die hier gegebene ErHarung zu Grunde 
legen. So z. B. erkalt man bei 


T ‘ VJC 

limmsin — = v7t, 

m!=s= 00 ^ 

wenn man 


setzt^ 


m sm - 


V7t 




lim == lim 

m=oo m=<x> 


msm- 


• V7C) 


lim m sin ~ 


■ Vlt : 


0 . 
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Es braucht wohl kaum erwalint zu werden, dass imsere Definition 
cler Grrenze keineswegs ein bestandiges Abnehmen der Function mit 
■wachsendem m voraussetzt. So ist 


T . sin mx r. 
lim = 0 


obwohl die Function bei wachsendem m auch zunehmen kann. 

Die Zuriickftlhrung der Grrenzwerthe auf 0 geschieht deshalb, um 
aiizuzeigen, dass wir keine neuen Begriffe einftihren wollen. Durch 
den Limes soli keine neue Grbsse definirt werden; wir gebrauchen 
ihn nur, wenn er gleich einer bekannten Grosse ist. — 

Hat man in Bezug auf zwei Grdssen zur Grenze tiberzugehen, dann 
stellt sick die Sache nicht so einfach. Soil 

(8) lim lim s) = 0 

a=sQO r=oo 

sein, so heisst dies^ „wenn 

(9) lim s) = W(s) 


;,gesetzt wird, dann wird 

(10) lim = 


Bei solchen successiven Grenzubergangen ist die Reihenfolge nicht 
gleichgiltig. Denn es wird z. B. 


lim lim — = 0 , 

T ^ 

ss=co r=oo 


da lira -- = 0 ist, also W(s) das s nicht mehr enthalt, so dass auch 

r= 00 ^ 


lim W(s) — 0 sein muss. Hingegen wird 

^==;Q 0 

lim lim — == oo 

T 

r = oo ^=oo 


werden. Denn die innere Operation fiihrt unabhangig von dem Werthe 
von r uber alle Grenzen hinaus, so dass die Durchfiihrung der ausseren 
Operation keine Aenderung im Resultate bewirken kann. 

Aehnlich ergiebt sich: 


lim 

s—<x> 


T CCS + 

Is*. 


T as “ 

lim lim r-— = — 


Ein drittes Beispiel liefert uns die Reihe 

+ iV 

0 <»<')■ 

DifiEerentiirt TnaTi sie direct^ so wird, wegen ihres constanten Werthes 
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+ N 

lim lim 

4 jss=pq ]sf=s=ao 


2 sm(2M + '^)v7c — 2 sin 

%)n 


0 


werden; -wenii man jedocli gliedweise differentiirt nnd daim ernt HUiri- 
mirt, so folgt: 

H-iV' 


• lim lim ^ 2 cos(2?c + l)v7t , 

iv= 00 t)=:st?o jy 

Diese Summe lasst sich leicM mit Hialfe von 


2 sin29 • cos (2^ + l)gp == sin(2;c + S)q) — sm (2x — 

N 

^ 2 sin29) • cos (2%'4' 1)9^ == sm(2^+ 3)9? + sin (2jff-f» 1)9) 

0 

in die Form 

2 sin (2 i^-4- 1)Vq7j:- cob n 

fcco 

bringen; das ist aber eine schwankende Grosse^ die z. B. tilr 

abwecbselnd zweimal die Werthe +1^^ — ]/2 annimmt, wcuin JV^ 

gatizzablig wacbst. Man siebt also, wie verschieden die Grenzwertha 
sich. gestalten konnen. — 

Sebon bei 


lim lim — = 00 

T 

rssaco «=J0O ' 

stellte sich eine Scbwierigkeit heraus, die darin bestand, dans dor Utd>er 
gang zur inneren Grenze nichfc durcbgeftihrfc werden konritt^, well eine 
solcbe nichi bestebt. In diesem and in almlichen Fallen kaan man 
durcb Benutzung einer anderen Metliode zum Ziele gelangen. 

Soil die Gleicbung 

(8) lim lim f(rj s) = 0 

5 s=a» r=»00 

stattfinden, so kanu man aucli *• zuorst beliebig gross annoJiniou, otwa 
gleich Nj damit (8) gelte, muss es dann ftir r eine Grenz<5 M dor Art 
geben, dass fiir jedes r'^M 


1 i){rj JV) I < T 

.wird, wenn t eine beliebig Heine gegebene Grosse ist. Dies Htiimnt 
mit der ersten Definition iibereiuj falls (0), (10) bestelien, wie loic.ht 
zu erkennen ist. Denn man wiihlt dann auf Grand von (10) zuniichst 
N so grofs, dass 

wird, and darauf kann man wegen (9) M so bestimmen, dass ftlr 
jedes r > M aach 
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\,p{r,2r)-wiir)\<^ 

ist. Die Vereinigung der letzten beiden TJngleicliungen liefert nun 

I N) I < r . 

Was bier fiir die Grenzen r = s — cyo und den Worth 0 der 
arecliten Seite durchgefulirt ist^ gilt offenbar in alien anderen Fallen 
5xiit einfaclien Modificationen, 

So findet man 

lim lim — = 0, 

wexm man zuerst r beliebig Mein = ^ wahlt und dann <j so annimmt, 
class 0 <C Qr ist. Fiir jedes s ^6 wird 



Dagegen zeigt sich der andere Grenzwerth 


lim lim ~ — oo , 

s=0 r=0 ^ 

inciem man zuerst s beliebig Mein = 6 wahlt und dann q so annimmt^ 
class Q <^6r bleibt. Fiir jedes wird 



Es wachst also ~ hier iiber alle Grenzen hinaus. 
r 


§ 7. 

Damit wir nicht gezwungen sind, spatere Entwickelungen wieder 
sau 'unterbrechen^ schalten wir gleich hier noch einige Erorterungen 
tilber den Begriff der Stetigkeit ein. 

Dieser Begriff ist kein urspriinglich arithmetischer^ sondern er ist 
aus den Anwendungen der Analysis auf die Geometric und Physik ent- 
iioramen. Seine geometrische und physikalische Bedeutung ist aber sehr 
clxiiilcel. Eine Curve ist weder, wie man sie zeichnet, noch wie man 
sie denkt^ eigentlich continuirlich^ man kann immer nur einzelne be- 
stimmte Punkte — korperlich wie geistig — ins Auge fassen. Und 
ii 3 L der Natur scheint einerseits freilich jede Fernwirkung unfassbar, 
andererseits aber lasst sich ohne Annahme irgend welcher XJnstetigkeit 
in der RaumerfuUung iiberhaupt keine Ortsveranderung im Raume, 
d. Bl. Bewegung^ denken. • 

In der Analysis handelt es sich immer nur urn die Stetigkeit von 
Fimctionen. Dabei spielte aber lange Zeit hindurch die geometrische 
A-uffassung der Stetigkeit eine Rolle. So kommt bei Gauss der 
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Begriff Stetigkeit einer Function y von x nur in folgendem Sinne vor: 
,,Grelit X von Xq bis x^ , und nimmt y fiir diese beiden Wertbe der 
,,Variablen die Werthe y^ und y^ an, dann giebt es zwischen x^, x^ jedes- 
„mal ein x , ftir Welches dip Function den zwischen y^ und y^ beliebig 
„gewahlten Werth y erhalt/^ Es ist dabei an eine Curve gedacht, welche 
die beiden Punkte y^ und (x^^ y^) mit einander verbindet und in 
ihrem ununterbrochenen Laufe den Verlauf der Functionswerthe darstellt. 

Statt dieser geometrischen Veranschaulichung wilhlen wir eine rein 
analytische Definition: heisst bei einem bestimniten Werthe x 

„stetig, wenn ein von Null verschiedener, beliebig kleiner, aber end- 
„Kcher Werth von h bestimmt werden kann, ftir welchen die Un- 
„gleichung gilt: 

\f{x-\-'h- s) — fix) I < T 
i-l£s.<i), 

„wo T eine beliebig Heine, gegebene Crosse bedeutet/^ 

Wir benutzen ferner die folgenden Begriflte und Definitionen: 
„Eine Function f(x) heisst in einem Intervalle gleichmassig 
„stetig, wenn nach Annahme des tr^ein und dasselbe endliche die obige 
„Bedingung ftir-jedes x des Intervalles erftillt/^ 

„Eine Function heisst in einem Intervalle imAllgemeinengleich- 
„ma%sig stetig, wenn die Gresammtgrosse aller Intervalle, in denen die 
„Bedingung gleichmassiger Stetigkeit nicht erfiillt ist, sich mit t gleich- 
„zeitig der Null nahert, also kleiner wird, als eine vorgegebene, beliebig 
„kleine Crosse.'^ Der Ausdruck „ gleichmassig stetig ist zwar nicht 
gliicklich gewahlt, weil eigentlich nur y = ax h gleichmassig stetig 
ist, doch woUen wir ihn als eingebiirgert beibehalten. 

§ 8 . 

Wir kehren jetzt zur Betrachtung der Integrale zuriick und fassen 
ztmachst die Ergebnisse der ersten Paragraphen kurz zusammen. 

Wir sahen, dass, ,,weim die Function f(x) in dem Bereiche von 
jjX(^ bis X2n = 00 eindeutig und stetig ist, oder wenn sich in diesem Inter- 
„vaUe der Differenzen-Quotient dem Diflferential-Quotienten gleichmassig 
„n§ihert, dann alle Summen 

n — 1 

( 7 ) ^ (— + Xi^+2)fixi^ + i) 

0 

„und insbesondere die Summe 

0 


( 5 ) 
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^,mit wadisendem n und abnehmender Grosse der Intervalle 
^,gegen einander convergiren/^ Giebt es femer eine Function F^x)j 
deren Ableitung — F\c^ gleich der gegebenen Function f(x) ist, 

dann wird 

n — 1 n 

('9'j lim 2^ {—Xi>,+Xi^+2)f(x^H+i) = lim ^ f{xo + 

\*^/ n — <X) Q w = co Q 

= F(x)-F(x,). 

Ftir die linke Seite von (9) schreiben wir in der jetzt ublichen^ 
von Fourier zuerst benutzten Bezeichnung: 

X 

Jf(x)dx, 

Xq 

so dass wir erbalten: 

X 

(9*) f{x)dx = F(x) — F(x ^ . 

a?o 

Aus § 4 ergiebt sich; dass die notwendige und hinreichende Be- 
dingung fiir das Convergiren aller Summen (7) gegen . einander durcb 

n — 1 

lim ^ + X 2 yJr'^i^H = 0 * 

n=co" ^ 

gegeben ist. So wurde sie vonRiemann aufgestellt. Aber dieser Satz 
ist im Grunde nur eine Identitat; damit lasst sicb nicbts anfangen; 
wie uberhaupt die Erkenntniss nur fortschreiten kann^ wenn man mebr 
voraussetzt^ als nothig ist. Wir wollen eine nur hinreichende, aber 
inhaltsreichere imd leichter festzustellende Bedingung einfiihren. 

Diese soil so formulirt werden: „die Summen convergiren, falls 
,jf{x) eindeutig, im Allgemeinen gleichmassig stetig ist, und falls sich 
,,eine endliche Grosse M angeben lasst, unter welcher aUe Functional- 
„werthe des Bereiches bleiben.^^ • 

Die Bestimmung einer solchen Grosse M ist mitunter auch dann 
moglich, wenn der Nachweis der Existenz von Werten innerhalb 
{x 2 y . • • ftir welche Maxima und Minima im Intervalle auf- 

treten, nicht moglich ist; so z. B. bei dem schon in § 5 angefiihrten 
Riemann’schen Beispiele: 

1 

Sind unsere Voraussetzungen erfuUt, dann nehmen wir eine be- 
liebig kleine Grosse % an und konnen darauf eine Grosse h so bestimmen, 
dass im Allgemeinen 
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I f{x + ^0 — f{^) I < ( — 1 ^ ^ 5^ 1) 

wird. Die Summe der einzelnen Bef^icke, in denen diese Beziehuiig 
nickt gilt^ werde durck T' bezeicknet; mit abnekmendem t nimmt 
auck T nack Null ab. Die Bereicke^ in welcken die obige Beziehung 
gilt, tkeilen wir in Intervalle (^2x ••• ^2x4-2) ? deren Ausdehnung die 
Grasse A nickt libertriflFt, und waklen in jedem Intervalle zwei beliebige 
Wertke ^^2^+1, dann ist 

— (— Xiy. -f XiyJ^i)T < (— Xiy + Xiy+^){f(x{y.+^—f(Xiy+-^) 

< 4 - ( Xiy + X-2y + ^t 

und also fiir die fiber alle Interralle dieser Bereiche erstreckte Summe 

“h X 2 x-j- 2 } if (X 2 x+l} f(X 2 x-{-l)}<^-{-(X X^f')t . 

For jedes einzelne Theilchen (Xix ■ ■ ■ X2x+f) des Bereicbes T' ist 

( X2X + X2X+2) • 2 M<( X2X -h X2X + 2)(f(X2X+l) f(X2X + l)) 

<; ( — ix; 2 x + *2^+2) • 2 M, 

da ja jedes f(x) Meiner als M ist. Ffir die sammtlicben Intervalle auf 
(x^... x) erhalt man, da 0:22+2 — X2x<h ist, durch Addition 

ft — 1 

(x OjJr 2 M-h ^ ( X2x X2x + i)if(X2x^i') /’(oj^x+i)) 

Oder < + (x-x,)t + 2 M-hl 

I 2 + ^2.+ 2)(/‘(«2.+i) — f(X 2 x+{)) I < (X~X^)Z + 2Mr . 

^ * 

Lasst man nun t und damit T nach Null bin geben, so folgt aus 
der letzten Ungleiebung der zu beweisende Satz, namlicb dass alle 
Summen ( 7 ) imter den gemacbten Voraussetzungen gegen einander 
convergiren. 


§ 9 . 

Wir -woUen jetzt abkiirzend 

n 

^ X2x + X2y+2)f{x2y+i) = (x2„ = x) 

sckreiben und dann nackweisen, 

1 ) dass @ aucb wirklicb das Integral der Function f{x) nacb der 
Euler’schen Definition darsteUt, d. h. dass 

^ a: = f(x) (x2„ = x) 


ist; und 
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2) dass das Integral des Differential-Qiiotienten einer Function F(x) 
auch wirklieh wieder die Function F(x) — F(Xa) darstellt, d. h. dass 

lim ©;;■ _.») 

71 = 00 

wird. 

Dabei ist der Limes in Beziehung auf n immer so zu verstelien^ 
dass die Anzabl der Theile wacbst und die Ausdebnung der einzelnen 
Tlieile abnimmt. 

Wir wollen zuerst den Nachweis fiir die zweite Behauptung unter 
der Voraussetzung liefern^ dass der Differenzen-Quotient von F(x) sicb 
im ganzen Intervalle (Xq . . . x) dem Differential-Quotienten gleicbmassig 
nlihert. Ida nebme zunachst eine beliebig kleine Grosse an; dann 
kann icb das Intervall in Tbeile (x^y, . . . ^^2x4-2) solcher Ausdebnung 
zerlegen, dass fiir einen jeden , 

^2>«4-l d" ^2>«4-2 ^2)5 ^ 

(0^6x<l) 


ist, wenn nur X 2 yj^i + ^2^+1 und ^^2x4-1 — d2x+i innerbalb (x 2 y...X 2 y.-{. 2 ) 
liegen. Multiplicire icb diese Gleicbung nun mit (^2 j< 4-2 — 0 (} 2 y) und 
addire fiir alle z, so folgt 




0 

n — 1 




2;« + l~r ‘'2;»£4-1 
1 


(— HO-ix + iCsK + s) +1^0^ 


Oder 


^7 ( ^2j£ “h ^2x + 2 

0 

und folglicb 


= F(x) — F(xJ + Tos'(x — Xq) 

'2x+l 

(— l^a',fx^+l) 




und das ist der zu beweisende Satz. Der Beweis bdlubt auf geboriger 
Verkleinerung der einzelnen Tbeile ( — X 2 x . • • ^ 2 x-i- 2 )? wabrend iiber 
d\ 3' keine besonderen Voraussetzungen getroflfen warden. — 

Die im. ersten Satze ausgesprocbene Bebauptung konnen wir aucb 
so fojmuliren: „Der Differential-Quotient des Integrals nacb der oberen 
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j^Grenze ist gleich dem Integranden." Ausfulirlich gesctrieben lautet 
die Pormel: 


♦ lim 

d, (J' = 0 


„=« ^ + «' 


= /■(«) ■ 


Hier ist die zweite Summe durcb ein anderes @ bezeichnet als die 
erste, um den Anschein zu vermeiden, als ob bei ihr dieselbe Eintlieilung 
voransgesetzt wurde wie dort. Pubren wir die Summen ein, so konnen 
wir die linbe Seite aucb folgendermassen scbreiben: 


lim lint 

(J, J'sssO niy n=oo 


1 


~ m — 1 

( 002 X + i^2x4-2)/’(^2x + l) 

^ 0 

n — 1 ~ 

-2 ( ir22 + ^22+2)/(^2;i + l) 

0 


y 


wobei X 2 m — X 8 j X 2 n = 00 — d' gesetzt werden muss. Wenn wir 

jetzt die Annabme macben, dass f(x) an der oberen Grenze stetig ist, 
dann konnen wir d, d' so wahlen, dass die Functionalwertbe innerbalb 
{x — d' . . . a; + d) sicb von einander um weniger als unterscheiden. 
Dabei ist t eine beliebig kleine, vorher gewablte Grofse. Ist dies ge- 
scbeben, dann konnen wir in der ersten Summe die Eintbeilung von 0 
bis X — d' so wablen, dass die zugeborige Partialsumme sicb von 
der zweiten Summe um weniger als eine beliebig kleine Grosse 
unterscbeidet. Hierzu reicben unsere Voraussetzungen aus § 8 bin. 
Endlicb wablen wir dann. x^m—i = oo, und jetzt folgt, dass unser obiger 
Ausdruck sicb von f^x) um weniger als 

^ K-y + 8'){f{x) + ir) + rj - fix) = 

unterscbeidet. Nebmen wir = •|•'^(d + d'), so ergiebt dies t. 

Damit ist aucb der erste Satz . bewiesen. Man bemerke aber wobl, 
dass man bier gleicb anfangs tiber die Grbssen d, d' verfugen musste 
und zwar, ebe man zur Pestsetzung der Grosse der Intervalle schreiten 
konnte, wahrend bei dem Beweise des zweiten Satzes d und d' nicbt 
besonders berucksicbtigt zu werden braucbten. In beiden Pallen baben 
wir einen doppelten Grenziibergang ; das wird nicbt immer geniigend 
beacbtet.- AUerdiags gebt in der abgekiirzten Scbreibweisb 


X 

lim = i f(x)dx 

Xo 

d^ eine Limes unter; vorbanden ist er aber. In dieser Scbreibweise 
lauten unsere Satze: 
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^^J‘f{x)dx = f{x) 

Xa 

und 

J^f>dx=^F{x)-F(x,). 

Xq 

Durcli den gelieferten Nachweis liaben wir den friiheren Euler’ schen 
Standpunkt mit den modernen Anschauungen vereinigt. Wir werden 
uns weder ausschliesslich der einen nocE der andern Integral-Definition 
anschliessen, sondern wir behalten uns Yor^ beide je nach Bedurfniss 
zu benutzeUj da hierdurch Schwierigkeiteii vermieden werden konnen, 
die^ wie wir bald sehen werden, sonst auftreten wfirden. 

Wir konnen endlich noch eine Darstellung des Integrals geben, 
die des Interesses nicht entbehrt. 

Jedes Griied 

( X^y. 

nnserer Summe © ist namlich selbst wieder ein Integral 

=*^2x-l-2 

= f <'{ahy.j^^dx , 

® 2 >! 

wem f{xix+i) im Integra tionsintervalle als constant angesehen wird. 
Definiren wir also eine Function f^(x) der Art, dass sie zwischen x^y 
und X2y^2, die obere Grenze eingeschlossen, den Wert /‘(ir2;,-fi) besitzt, 
dann erhalt man 

n—^ a?2x4-2 

^ ^2y. 

Das links angegebene Integral bestebt somit aus einer Summe von lute- 
.gralen, bei denen die Functionen unter den Integralzeicben langs der 
einzelnen Teile des Integrationsmtervalles constant sind; man erhalt 
bei einer geometrischen Darstellung des Yerlaufes der Punctionswerthe 
statt der Curve eine gebrochene Linie, die abwechselnd der Abseissen- 
und der Ordinaten-Axe paraUel lauft und bei beliebig weit fortgesetzter 
Theilung des LatervaUs in immer mebr Punkten mit der durcb y = f(x) 
dargestellten Curve zusammenfallt. 


§ 10 . 

Aus den angegebenen Satzen folgt obne Weiteres die Beantwortung 
der Prage, ob die Euler ’scbe Aufgabe mebr als eine Losung zuliisst. 
Man kfl.Tin namlicb feststellen^ wodureb sicb zwei Punetionen, deren 

Kronecfeer, Integrale. ■ ^ 
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Differential quotienteii einander gleicL. sind^ von einander unterscheiden 
konnen. Soil sowoU 




dx 


sein, so ist 
und 


. lim 

W = QO 


d[^F{x) — ^(ic)] 
dx 

^2% 

^d[F(x) — ^(x)] 

dx ~ 


0 


Der Ausdrnck hinter dem Limes nahert sick nacli § 9 der Grenze 
F{x^n) — F(x^ — ^(X2n) + ^(^o) ? 


wenn sick der Differenzenquotient der Function F(x) — ^ (x) im All- 
gemeinen gleickmassig dem Differentialquotienten derselben nahert. 
Dann ist also, wenn man x fur x^n, einsetzt, 


Fix) ^ 0{x) + [F{x,) - 


d. t. die beiden Functionen unterscbeiden sicb nur durch eine Gon- 
stante von einatider. Unter der angegebenen Voraussetzung giebt es 
mitbin im Wesentlicben nur eine Integralfunction. 

Aucb die folgenden Fundamentalregeln der Integralrecbnung er- 
geben sicb leicbt: 

I) Es ist 

b c c 

(10) J f(x)dx + J fix) dx = J fix)dx, 

a b a 

vorausgesetzt, dass 

Km = FQ>) — F{a) , 


Km = F{c) — F(h) 

rt= 5 :C 0 

gesetzt werden kann; denn in diesem Falle ergiebt sicb die Identitat 
FQ>) — Fia) + Fic) — F(l)) = i^(c) — Fia) . 

II) Unter abnlicben Voraussetzungen erbalt man 

i * 

(11) J cp\x)dx -f- \l>‘ix)dx =J (fp'ioc) + ij'(x))dx , 

a a a 

da die Integration wieder die Identitat liefert: 
i9Q>) — 9(fl)) + — ^(a)) == (9(^) + ^(&)) — (9(«) + tia)) 
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lH) Die Richtigkeit der Grleicliuiig 

b b 

(12) J cf(x)dx = f{x)dx 

a a 

ist nacli unseren "beidea Definitionen evident, wenn c constant ist. 

IV) Ferner sielit man, da^s 

b a 

(13) J f{oc)dx = ~j f(x)dx 

a b 

ist; denn man erhalt liierfiir 

= — (/'(«) — fQ>)) ■ 

V) Integrate kann man dnrcli Einfiihrung anderer Variabeln bis- 
weilen. vorteilliaft umgestalten. 

Fiilirt man in 

J 9{y)^y = — (?(%), 

Vo 

wo Gr(^y^ die Integralfunction von g(jf) bedeutet, die neue Variable 
X durch 

<p(x) = y, (p(x,) = yv 

ein, und ist hier y eindentig durch x, und ebenso x eindeutig durch y 
bestimmt, dann wird nach der ersten Definition der Integrale 

ax == G{(p(xu.)) — <r(9(^o)) ; 

Xo 

reehnet man links den Differentialquotienten aus und kehrt rechts zu 
y zuruck, dann entsteht 

(14) J^g{qp(x))(p' (x) dx =y g{y)dy. 

iUo Vo 

Die Amwendung der zweiten Definition liefert dasselbe Resultat. Denn 
es ist 

n — 1 

^ + y^sx+2)9{y'ix+i) 

(14*) 0 

n — 1 

= 2 + 9>(^x+2))5'(9(«2x+i)) • 

0 

Hierin alber lassen wir 2/2X+1 und damit "v^orlaufig in den erlaubten 
Grrenzen noclr -unbestinnat. Weil nun, wie aus der Differentialrechnung 
bekannt ist, 


2 
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(p(0S2y.-l.2} <p(^y) = (^2x + 2 ^2 x) (f' 

gesetzt werden kanii; wo t2x+i eiiieii passenden Mittelwerth zwisclien 
Tind 2 bedeutet, weim g)(oo) iimerlialb (^^.,.^^2^) gleiclimtoig stetig 
ist, so kann X2x+i = t2x+i gesetzt und y2y.-i-i = (p(p^2y.-\~i) daraus ein- 
deutig bestimmt werden. Hierdurcli entsteht 

7t — 1 n — 1 

^(-2/2x+2/2x+->)ff(y2^4-0= "S >^ + «^2,< + 2)<pX^2y. + l)gi9(^'---!y+i))> 

0 0 

und dieses Resultat stimmt mit ( 14 ) iiberein. 

Insbesoiadere folgen aus nnserer Foi'mel die Grleichungen: 

b 



In die Pormel ( 14 *) setzen wir statt g{(p(oo)) ein Tpix): 


( 17 ) lim — (p{X2y) + (p(X2y.-\-2))'ipi002x^i) = J (p\x)-ll)(x)(lx . 


Hier unterscheidet sich die Summe links von der bei nnserer zweiteii 
Definition auftretenden dadurcli^ dass ( — X2y,-{- X2y.-{^<^ durcli die Difie- 
renz zweier Fimctionalwertbe ( — (p{x2y?) (p{x2x^^^') ersetzt istj ( 17 ) 
liefert also cine Verallgemeinerung jener Definition. 

Endlicli machen wir von der Transformation noch folgende^ haufig 
zu benutzende Anwendung. 

Es sei f^ix) eine gerade nnd f\{pG) eine ungerade Function^ d. li. 

/o(— = /o(«) ; /i ( - = — fi (^) ; 

fiifirt man dann in 

+ a “j-« 

J , j f^ic^dx 

{) — a 


statt X ein — folgt^ wenn man statt y wieder x scbreibt^ 
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imd man erlialt also 


und 


J fo{x)dx --= ~ (^J ff,(x)dx + J fu(x)dx^ = y J ; 

0 0 —a 1-rt 

-\-a 

J fi(p^)dx = 0 . 


VI) Von grossem praktisclien Nutzen ist der Satz ilber partielle 
Integration; wir komien ihn unmittelbar aus der bekannten Diffe- 
rentialformel 

d{(p(x)-ilj(x)) = f(x)d7lj(x) + i^(x)d(p(x) 
ableiten, indem wir sie zwiscben den Q-renzen a und h integriren: 

b b 

(18) J (p{x)dtlj (x) = (9 (x) r!) («))* —J i){x)d(p {x) . 

a a 

Durcli die Substitution 

X 

i>'(x) = y^(a :)5 = J W(x)dx 

erhalten wir die neue Form: 


0 X U X 

(19) g)(x)W(x)dx — (^(p(x) J W(x)do^ — J (^(p'{x) J W(x)dx^ 


dx . 


Denselben Satz leiten wir mittels der zweiten Definition her, indem 
wir in die von Abel stammende, noch liaufig zu benutzende Identitiit 

n — 1 n — 1 

"i" == {fix Cbx^l)hy, ~f” — l 

1 1 

einsetzen: 

Q/y == (p(p[/2x~\~l^ , == ifj (x^ 

und die entstehenden beiden Summen gemiiss (17) bei wachsendem n 
in Integrale tibergehen lassen; dabei resultirt 


^2n 

q)(Xi)tlj(x„) + !p{x)di}{x) = J i)(x)d(p(x)+ q)(X 2 n-l)i>(XZn- 2 )- 


Hier kami man, da die Theilpunkte beliebig nabe an einander geriickt 
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werden^ statt eintragen unci statt Xsn—i und 2 jedesmal 
so folgfc denn: 

X2 ji 

J (p{x)df{x) == {<p{os)i)(x))^J' —J t{x)d(p{x) , 

Xq ^0 

und dies ist bis auf die Bezeichnung cler Grenzen mit (18) id(^ntiscli. 


§ 11 . 

Wir woUen jetzt an einigen Beispielen zeigen^ wie sicli iiiisei* © 
der Integralfimction nabert. 

1) Bei f(x) = x^^ erbalten wir^ fallg — wie es gestattet isfc — das 
Interval! (x^^ . . x) in gleicbe Theile getbeilt wird^ die Sumine 


3 b ■” 

n 


'^,r + (^0+ ^) + (^0 + 2 - + [ x , + (^z- 1 )* 


X—Xq 

n 




x—Xq n{n—t) , {x—x^Y m 


,{ x — x ^ Y / n '^ ^'^"1 

' (T 2 ■+" (5 / 




— (x x„)x^- + (x x^yx^ 1^1 — --j + (x — a-',,)-’ , 

imd diese wird fiir w = 00 zu 

(x — Xg)xy + (a; — x^fXa + 1 (a; _ a;^)8 == .J, ^^8 
Wir erbalten also diircb Summation als Integral 

X 

J xHx == F{x) - F{x^) = 1 {X^ - xy) . 

Xo 

2) Bei f{x) ~ cos X ist zu bilden: 

X — X, 


lim 

n 


cosx„ + cos ^X(, 4- 


+ cos (^x^ + 2 ~~j H 1 - cos + (w — 1 ) 

Da aber die Sumine 


cos 1 . + cos (a + v) + cos (a + 2v) + ■ ■ ■ + cos (a + (n ~ 1)«) 

. nv 
sin — 

2 

ist, so wird der obige Ausdruck zu 
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. 'X — X,. 

sm --- ^ 

T X — x. 2 

lim - cos 

n . X — Xr, 

n—cc 


(^0 4“ 


n — lx — X, 
2 n 


•) 


2^ 

. X — x^^ X + Xq 

2 sm — cos — ^ 

j jj 


sm X 


sm Xr, 


imd wir bekomnien in cliesem Palle den Werth 

X 

r* 

COS X dx == F{x) — F(x^^ = sin x — sin x^ . 


/< 


Hierbei sei erwiibnt, dass die ans 

lim {cp ('l^) — ip {%)) 


0 


folgende Gleicbung 


lim (p(n) — lim ^(n) ^ 


falls cp(n) nicht sclion gleich ist^ von Paul du Bois-Reyinond 

elne ^inlinitare Gleiclmng^^ genannt wird; dieser Ausdrnck bedeutet also^ 
dass sich; wenn n liinreicliend gross gewilhlt wird, (p{n) und um 
beliebig wenig von einander unterscheiden. 

3) Es sei “ "T 5 dann folgt aus der Euler’ sclien Definition: 


i 

J 


dx 

X 


log ft — log a . 


1st ft 


Ij a 


0; so stellt die Differenz rechts in 


/ 


dx 

X 


log 1 — log 0 


keinen angebbaren Werth dar. Die in den ersten Beisj^ielen durch- 
gefLilirte Methode, die Integralfunction zu linden^ konnen wir hier nicht 

inehr anwenden, da - fur x = 0 nicht mehr unter einer zwar be- 
liebig grossen, aber doch endlichen Grosse bleibt, also auch 

- zlx 

X 

keinen angebbaren Werth besitzt. JSTimmt man hier statt der imteren 
Grenze 0 eine beliebig kleine. Grosse d, so hat die Gleichung 

lim lim ^ Jx = lim (log 1 — log d) = — lim log d 

Gultigkeit, und man erkennt^ dass mit auch der negative Wert des 

Integrals fiber alle Grenzen wachst. 
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4) Bei f{x) == Bat man zuniiclist Eindeutigkeit herzustolleii. 

Dies geschielitj indem man ein bestimmtes Vorzeiclien der Qua,dratwurzel 
als geltend fests^tzt, z. B. miter Verweiidimg der Weierstrass’selien 
Bezeidmung 1 | • 

Soli jetzt 


r dx 

J I 


<>*ebildet werden* so stellt sicli an der imteren Greuze dieselln^ Seli wierig 
keit ein^ wie im vorigen Beispiele. Wir bilden nun wieder wie olxai 
den Grenzausdruck 


a 



d 


= lim lim 

(J = 0 7i = CO I K 1 

= lim 2 { I Ya | — | Yd' | } 


= 2il/a |. 

Hier ist der Integralwertli gleich dem Grenzwertlie eines Suniineu- 
grenzwertlies. Wollte man nacli der Diriclilet’scben Anscbauiing das 
Litegral (wie es nacb unseren Auseinandersetzungen niclit luoglicli ist) 
mit einem Flaclieninhalte imd dalier mit einem Summengrenzwertlu^ icUvn- 
tificireU; so ware es liberkaupt kein Integral zu nenneii^ sondern mir 
der Grenzwertli eines solchen. Eiemann nennt in d(n’ That, indem (U* 
niir aiif die Summen-Darstellung Riicksicht nimmt, dies Integral „ein 
uneigentliclies^^. 

Wir Imilpfen liieraii noch zwei Bemerkimgen: 

Der letztbeliandelte Fall hat uns gezeigt, dass die Euler’sidn^ 
Definition eine weitere Aiiffassuhg des Integralbegriffes lieiert, a, Is dUs 
neuere; imd wie wir sclion erwahnten, ist es von Nutzen, l)cide Didiiii" 
tionen neben einander beizubehalteii, um die eine ndtliigentalls diindi 
die audere modiflciren zu konnen. 

Ferner beachten wir, dass die durcli einen unendlieh grosseii 
Functionalwerth eingetretene Schwierigkeit, der wir oben l.)egegiiet(m, 
sich mitunter durch Transformation' des Integrals heben liisst. Fahre.n 
wir im letzten Beispiele eine neue Variable y durch 


y =^\Y^ \ 

ein, damn erhalten wir sofort die Umformung in ein „eigentliches Integral^^, 

ii/« r 
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Wollten wir clagegeii im dritten Beispiele bei 


1 



ahnlicli verfalireii^ iiidem wir 

y log X 

nelimeii, so wllrde nur eine Scliwierigkeit diircli eine andere ersetzt 
werdeii, indem die imtere Grrenze gleicli — oo zii setzeii ware. 

Konneii wir eiii ^imeigeiitliches^^ Integral, wie es in 4) behandelt 
ist, diircli Transformation in ein ,^eigentliclies^^ umformen^ so legen wir 
ihm den WertL. desselben bei. Umgekelirt kann jedes ^^uneigentliche 
IntegraF, welches liberhaupt einen Sinn hat, durcli eine geeigiiete Trans- 
formation in ein „ eigentliches IntegraF^ ningewandelt werden. 



Zweite Vorlesiing. 

Differentiation cles Integ’rals nacli eineni Parameter. — Doppel- Integra,!. Inic'- 
gration eines Integrals. — Vertauscliiing der Integrations-Folgi^ — Pixirnng d(‘s 
Integi'ationsbereiches. — Transformation des Do23pel-Integra]s. liertH'linung de.*^ 
Walirscheinlichkeits-Integrals. 


§ 1. 


Wir wollen jetzt das Integral 

■to 

j* fix, %i)da 


luiter der Voraiissetzung, dass ii, v, 'lo Punctioneii eiiun- Vjiriiihhni / 
seieu, nacli diesem i dilferentiiren. Aus der Erldilrung des DiilV^rential- 
Quotienten als Grenzwertlies des Differenzen-Quotieiiteii folgt: 

d 


f(x, ii)dx = lim ~ fix, u + ^ti)dx — j f(pi'^, u)dx 

V-\-J 0 W-\- w 

= lim — \'~~J <dih)dx + J fix, ti + 




-f-J (fiX) 'if) — f(x , n ) ) dx . 
0 

Wenn min fix, ii) als function von t in der Nillie^des Wertlies t, inr 
welclien differentiirt wird^ gleichmassig stetig ist, dann unterseluddeii 
sicli fix, It + nnd fix, u) beliebig wenig von eiiiander; niid 
f(a?, 10 + — f(x^ %) 

jdu 

nabert sicb somit dem Werte 

df{x, u) du 
du dt ’ 

wenn ferner fix, tt) zugleich als Function von stetig ist^ dann nribern 
sicb die beiden ersten Integrals der letzten eckigen Klammer den Wertlien 



27 


Differentiation nach einem Parameter. — Boppel-Integral. 

uud ’ f(wj ia), xind man erlialt also unter den gemachten 
"V" oraussetzungen : 


/* ^ 

(1) jft*, U)u—f („, «) g + „) ^ +f „) ^ ax , 

Sind V imd w Yon t unabhangig, dann vereinfacbt sich die Formel zu 

V3 w 


§ 2 , 

Wenn wir die Integration eines Integrals nacb einem Parameter 
Yornelimen wollen, etwa 


JdxJf(x, y)dy, 


. Uq. 

SO betreteii wir damit das Grebiet der DoppeUntegrale. Wir wollen^ 
oiner iuisseren Systeinatik zu Liebe, dem nicht ausweiclien; sondern 
Yielinelir die Methoden^ welche der Tlieorie der Doppel-Integrale ent- 
stammen, aiicb in der Tlieorie der einfaclien Integrale verwertben. 

Wir definiren: 


•i7tl 2% 


( 2 ) 


j J f (^7 y)dxdy 

•^o Vo 

= lim lim ^ /’(^zk+i, y2x+\){xiy.+2 — oi!2y)(y%x+2 — yu) 

m=cc n = x> z=0...m— 1 
k = 0,.,n—l 

Oder aucb; den Anscliauungen der ersten Vorlesnng gemass, 

J Jf(p} y)dxdy = lim ^ j /'(a; 2 x+i, 2 /)(.'K 2 ^H -2 — x- 2 y)dy . 

■fo Vo m~QO Q 


Natilrlicli muss^ damit diese Definitionen eine reale Unterlage besitzen, 
f(x, y) bestimmten Besclirankungen unterworfen werden. Erstens muss 
f(Xj y) innerbalb des Integrationsgebietes, d. b. ftir alle Wertbepaare 
X, y, fur welche oOq^x ^ 2/o ^ 2/ ^ V^n ist; eindeutig bleiben; und 

zweitens mllssen gewisse Stetigkeitsbedingungen erfiillt sein. Wir setzen 
Yoraus, die Function solle gleicbmassig oder aucb im Allgemeinen gleich- 
massig stetig sein, 
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TJnter der Stetigteit Ibei zwei Variabeln verstelien wirhierFolgoiules: 

„f{x, y) heifst bei dem Werthepaare x, y stetig, wenn eiji voii 
„Null yerschiedener, beliebig klemer, aber fester Werth von h bestclit, 
„fur welcben die Ungleicbung gilt: 

\f{x + h-d,y+'h- E) — f{x,y)\<t 

jj-wobei z eine beliebig kleine, endliche Grosse bedeutet/' 

„Eme Function tXx,tj) beisst in einem Intervalle 
„i/o < 2 / ^ 2/2") gleichmassig stetig, wenn nach Aniiabme des x ein 
„und dasselbe endliche h die obige Bedingung fiir jede Stelle x, y d(!s 
„Intervalles erfiillt." 

„Eine Function /‘(ic, i/) heisst in dem Intervalle im AllgemoiiuMi 
„gleichniassig stetig, wenn die Gesammtflache aller Stellen, wcdclie 
„aus dem Gebiete ausgeschlossen werden miissen, urn die Function im 
„Restbereiche zu einer gleichmassig stetigen zu machen, sich mit r 
„gleichzeitig der Null nahert." 

Fiir die Convergenz der Doppelsumm'e ( 2 ) ist es hinreichcnd, dass 
im Bereiehe x^^x-^x^m] 2 /o ^ 2 / ^ 2 / 2 '* Function fXx,y) im All- 
gemeinen gleichmassig stetig sei, und dass die Werthe f{x, y) unterhalb 
einer angebbaren, endlichen Grenze M bleiben. Der Beweis hierftir 
lauft dem in § 8 der ersten Vorlesung gegebenen so vollkommeu parallel, 
dass wir ihn hier iibergehen konnen. Die Aufsuchung der not]iw(mdig(!Ji 
und hinreichenden Bedingung wiirde zu der Einsicht fiihren, dass mit 
zunehmender Verklehierung der einzelnen Intervalle 

(x^-/ • • • X2x~{-2j yil • • • 2/2 A -(-a) 

die Summe der Producte aus (—X2y.-\-X2x+^){ — y2i-\-y2X+2) vuid der 
Maximalschwankung der Function innerhalb des zugehiirigen llecliteoks 
behebig klein mufs gemacht werden konnen. Dies ist mit vcranderten 
Worten die Riemann’sche Bedingung auf zwei Variable iibertrag<in. 

Wir haben uns bei den jetzigen Betrachtungen von der Forderung 
gleieher Theihntervalle emancipirt. Wir diirfen noch weiter gehen und 
auch von der Eintheilung in die Rechtecke mit den Seiten {Xi,... . 

(2/2;. • • • 2/2X+2) absehen. Derm wir haben hier zwei Dimensionen zur 
Yerfugung und konnen daher die Anderungen nicht nur an der Grosse 
sondern auch an der Gestalt der Theile vomehmen. Ja die Eintheilung 
braucht nicht einmal das ganze Gebiet zu erschopfen; es reicht aus, 
dass die Summe der Producte aus alien ausgesehlossenen Stellen in die 
grossten zugehorigen Functionalwerthe nach Null convergirt. 
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^Vir niitt <!!<• 

* t -ft 

I '/■'■//'{•'•, !l)if!l 

t ^ • * 

I nl I Ai)g*ril1 iirhiiaai. Ms s(‘i if) dit^ li»i(‘^'i‘}ili’uiu*.ii<)n 

\un ifufi/ uih! *Ui.i ,in tlipjiaii^a von //)^/a'. l,);um isi; 

/* 

J J i*'* '’ ''i' 

■ ' , //, ) y/, ) <l)(.r, , ://„■) + </»(./■„, %) . 

Ut iUuilicIi dir liiirgniHuiud ion von f{j'^ if)(l.v und ;//) 

dirjonif(o v<ni daiiii winl 

’■'» *'*i 

/'{.*, i/hl I' / 1 u .'/) 4' (.•>]„ !l)\</!/ 

!f. 

, //, ) >/'■(.'■, , //„) ;//,) -j ■ »/'■(./•<„ ?/„') . 

I'm dioHo Itrsuliatr m vorghdrlnnij diilrnait-iinni wir sin naidi 

.<p ilunu tlii^ rrstr ({loitdanigj tundi § i) von Vorl<‘snnf^’ I 


f ‘In .r, , //, > ( , //„) 


/ /'t' . 

niifl ilir 7AV oil niH'h § 1 dirsrr Vorlrsung 


I /(')</// 


o' no, , 7/, ) 
(W. 
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dazu mussen nur die Functionen y), ^Ov, y) vou der aiigegcbeiun, 

Eigenschaft 

ocp{x,y)_,. . 

d“^{x, y) _ d tp(x, y) _ 
cydx “ dx'" 

existiren. 

Bei der Definition des Doppelintegrals als Grenzwerth eiiier I,)oi)i>cl- 
summe 

lim ^ ( — x<jik + ^24-1-2) ( — 2 / 2 A.' + 

n=x = I 

ersclieint es selbstverstandlicli als gleichgiiltig; oh man zuerst in Bn- 
zieliimg auf h ocler zuerst in Beziehnng auf k suininirt^ sobald (li<^ 
Function f{Xy y) eudlich und nacli beideii Dimensionen im Allgenuntn^ii 
gleicbmassig stetig ist. 


§ 4 . 


Bisber mu’de stillschweigend vorausgesetzt^ dass die Integrations- 
grenzen Xq, x^] y^yVi "von einander unabliaiigig seien. 1 st di(^s iiirlit 
der Fall, mid haben wir etwa 


xj, yfJiix) 

J dx J fix, y)dy 

Xo V'o(^) 



SO kann man liberhaupt niclit melir dayon sprechen, dass man Ixum 
ersten Integrale zunachst nacli x, beim zwaiten zmuichst nach y iiiti^ 
griren will. Um zu erkeniien, in welchein Sinne aucli hier you eiinn* 
Veranderung der Integrations-Reilienfolge die Rede sein kann, wollen 
wir die geometrisclie Veranschaulicliung der doppelten Intt'igratiojii zu 
Hiilfe nelimen. 

Sind die Integrationsgrenzen yon einander unabliaiigig, so tudblgt 
die Integration iiber ein Rechteck init den Eckpunkten a\j, y,,; 

^1; 2/17 ^1? 2/0? dessen Seiten also den Coordinatenaxen parallel lanieii. 
Unter f(x^ y) kann man dann entweder eine im Punkte Xj y errichtedie 
Senkreebte von der Lange f(x, y) verstelien, so dass das Integriil 

Xx Vi 

JJf{^jy)dxdy 

^0 Vo 

als das Volumen eines Raumtlieiles auftritt; oder man kann sick auch 
die Dichtigkeit des Punktes x, y in Beziehung auf Sekwere, Elektricitilt 
u. dgl. melir unter f{x,y) denken. Um auszudrticken, dass das'Doiipek 



31 


Fixirung des Iiitegrations-Bereiches. 


integral iiber alle Piiiikte des oben bescliriebeneii Rechtecks zu er- 
streckeii ist^ kaim man kurz schreiben 


x^\ 

Wo yJ 


Scliwieriger wird die Augabe der Begrenzimg selion, wenn man das 
liechtedv scliief gegeu die Coordinatenaxeu legt. Man erkennt es als eine 
Auig'abe^ die durcli TJngleicliheitsbedingungeji zu losen ist^ das Gebiet 
lilr (a‘j y) anzugebeii; wenn die Integration sicli fiber eine beliebige geo- 
metrisclie Figur zu erstrecken bat. 1st diese z. B. ein Kreis mit dem 
Mittelpmikte (§, yf) und dem Radius so wird die Ungleicbbeits- 
bedingung gegeben durcli 


[x — + [tj — nfiy < r- . 

1st allgemein (x{x^y) = 0 die Gleicbung der Begrenzungscurve des 
Integrationsgebietes^ so wird zu setzen sein 

{G-{x,y)<0), 

wenn das Vorzeicben von Crix^ y) so gewablt ist^ dass die Wertbe von 
(t im Linern des Gebietes negativ sind. 

Angendbert erbalt man dabei den Wertb des Integrals, wenn man 
das Integrationsgebiet irgend wie in beliebige, kleine Flachenelemente 
tlieilt, den Inbalt eines jeden dieser Elemente mit dem Wertbe von f{x^ y) 
filr einen beliebigen Punkt des Flachenelementes multiplicirt, und alle 
diese Producte dann summirt. Dazu 'muss nur f(Xj y) eine eindeutige, 
endlicbe und im Allgemeinen gieicbmilssig stetige Function sein. Denkt 
man sick das Gebiet G(Xj y) < 0 speciell in beliebig kleine Recbtecke 
durcli eine Reihe von Parallelen zur X-Axe und eine andere Eeilie 
von Parallelen zur Y-Axe getbeilt, so kaim man entweder zuerst filr 
einen bestimmteii Wertb § von x in Beziebung auf aUe im Integrations- 
gebiete liegende, dem g zugeborige Wertbe von y integriren, dann in 
dem erhalteneii Resultate das | alle ibm moglicben Wertbe durcblaufen 
lassen und so die zweite Integration ansfubren; oder man kann nm- 
gekebrt verfaliren. Entsprechen im ersten Falle einem x = ^ nnr zwei 
Wertbe y = und filr welcbe G-(cC',y) = 0 wird, so muss man, 
falls > 7 /q ist, von tJq bis integriren. Entsprecben dagegeii einem 
cc = ^ mebrere Werthepaare fur welcbe Gr(Xj y) = 0 wird, etwa 
V 27 ‘ wobei % > > %^ • ♦ • sein soil, so ergeben sick fur 

den Wertb | ebensoviele einzelne Integrationen, namlicb von bis , 
von 1^2 Vii f' Aebnlicbes gilt aucb filr unseren zweiten Fall. 
Immer aber wird man unter den, fiber f(Xy y) gemachten Voraus- 
setzungen bei beiden Summationsarten dieselbe Summe erbalten; es 
nabert sicb bei ricbtiger Normirmig der Summen-Ausdebnung 

j 



32 


Zweite Vorlesung. 


^ + i^2;v + 2)( yni' + 1; ?/2A-+l) 

dem einen wie clem andern der beiden Iiitegrale 

y)i J^yJ y ) ; ?/) < • 0 > 

und diese sind also einander gleicli. Diese Vert.auscluiiig- kaiiii als 
Transformation y ==, a’', x = y' aufgetasst wcrden, (lurch wciclic dus 
eine der Integrale in das audere ubergefiilirt wird. 

§ 5 . 

Dieser specielle Fall legt uns die Frage nach dor allgomciiioii 
Transformation eines Doppelintegrals nalug wcdclicw iilnu- (uii b<‘ 
liebiges Gebiet G(x,y)<i(} erstreckt ist, und b(ji dem soitiit die Into 
grationsgrenzen im Allgemeineu niclit von eina]Kl( 3 r imabhiiiigig sind. 
Wir nehmen mit dem Doppelintegrale 

jdxdyfix, y) {G{x, y) < 0) 
eine beliebige aber eindeutige Transformation vor, imhmi wir 

setzen, wo jedoeh niebt nur ;r;, y eindeutige Fimctiomiii von g, sundoni 
aucb umgekehrt y ebensolcbe von x, y sein sollfui. Analog dor 
Transformation beim einfaclien Litegrale komien wir die d’ransi’orination 
znnachst etwa bei 

j y)dy 

ausfuhren, indem wir fiir y eine neue Veriinderlicht^ y ((infiiliron, wolclio 
durcb die obigeu Transformationsformelu fiir x und y bostiinini, isl,, 

y = &(x, y). 

Dabei brauebt man von einer Elimination des | aus (bin Inddon 'I’rnii.s 
formationsformeln niebt zu spreeben; eine solcbo ist oft unausCiilirl.ar 
wabrend die Abbangigkeit des y von x’ und y durcb j(ine Formoln veil' 
kommen definirt ist. Zudem ist Ebmination meistens mit cinmn Vor 
uste verbunden, so dass man die Ebmination, wenn os irgmul angoht, 

lieber vermeidet. Durcb Eintragung des Wertbes fUr y gebt das Dopind 
integral in ■ c o t t 

jdx j' f{x, &(x, y)) ay 
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liber j dessen Grenzen durcb die TJngleicbbeitsbedingung 

Gr[x, 1])] < 0 

iiormirt sind. Ehe wir das neue Integral weiter transformiren, baben 
wir die Integrationsfolge zu vertauschen^ was imter der jetzt nocb auf- 

zunehinenden Yoraussetzung, dass ausser f(Xy y) aucli g rj) eiii- 

deutig^ eiidlicli und im Allgemeinen stetig sei, tbatsaclilicli gestattet 
ist. Somit wandelt sich das obige Doppelintegral in 

J drjj f{x, ®{x, ?;)) • - dx 

um. Hier fiibren wir nun an zweiter Stelle x = (p(^j r;) ein und er- 
halten dadurcb 


J df}j V), v), fj)) 






Dieser Ausdruck ist nacb dem Gesiclitspunkte umzugestalten^ dass im 
Schlussresultate nur (pj f und ihre partiellen Ableitungen nacli 7] 
vorkommen dtirfen. Yergleicht man 0 und tIj, so folgt 

d0(x^ 7/) 


dr] 


di dr] ' dr] 


Das nocli unbekannte erbalt man aus der Gleichung 

Cr] ^ 

dx 
dr] 

unter der Form 

d^ / ^ _j_ . 

\ drj dr]/ ' d^ 


d cp dt I ^9? 
3 1 dr] * drj 


dv 


b^riicksiclitigen wir aber^ dass in dem Integrale 


Jdxj fix,.@(x, ri)) 


dr] 


das X des inneren Integrals constant ist und also in 

dx 


d @(x , ^ 
dri' 


auch als 


constant betracMet^ d. b. dass ^ - == 0 gesetzt werden muss^ so folgt 


ai? 

d0{x, Yj) ra<p d-lp dq) d'lp' 

drj i_aia 7 ] d r] d I 


dcp 

''H 


Oder kiirzer in yerstandlicber^ allgemein iiblicber Bezeicbnung 

d&ix, 7]) 


dr] 


■■ ^2 


72 ^i) : 


Hierdurcb erbalt man das gewiinscbte Resultat in der Form 

J' v), v)) ■ — •Pii’,) -d^dvi- 

Kronecker, Integrale. 
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Jacobi nennt den Ausdruck: 

— 92^1 = 


^2 


Functionaldeterminante; die Englander gebraiichen fur ilui die 
zeiclinungen Jacobian oder Jacobi’scbe Function. Fiir zwcdiaclie 
und dreifacbe Integrale warden die Transformationsformeln schon von 
Lagrange gegeben, die allgemeinen erst von Jacobi. 

Bei dieser Transformation taucht aber nocli eine Schwierigkeit 
auf. Wollen wir z. B. 



durcli X = 7} y y ~ ^ transformiren, so wird die Functionaldet(uaninante 
dabei gleich — 1^ und man erhalt 




Dieses Resultat zeigt sich auf den ersten Blick als falscli. Die Erklilrung 
liegt darin, dass, wahrend beim einfachen Integrale die Grenzen aucli 
den Integrationsweg vorschreiben^ dies beim DoppeUntegrale iiiclit xtudir 
der Fall ist. Wir mtissen desbalb festsetzen, dass das FlacheniucreitHvnt 
immer positiv sei. Dies erreicben wir dadurcb, dass wir der Funetionab 
determinante stets ibren absoluten Wertb beilegen; die Transfoninitions^ 
formel lautet dann scbliesslicb: 


( 4 ) ff{x, y)dxdy = rj), r,)) || [ d^dy. 

*• ^ II 92 li 

Aus dieser Formel kann man auci. sofort schliesseu, dass bei con- 
stanten Grenzen die Integrationsordnung vertauscht werden darf. 


§ 6 . 

Die abgeleitete Regel fiir die Transformation der zweifaelieii Into- 
grale -wollen wir zunachst naeh dem Vorgange Diriclilet’s aui' die 
Berecknung des einfacken Integrals 

00 X 

f e-^'‘dx = lim / e-^'‘dx = lim F(x) 

x=cf:) t/ .r = oo 

0 0 

anwenden. Fiir beliebige Werte x der oberen Grenze lasst sich F(x) 
zwar in eine convergente Reibe entwickeln aber nicbt in geschloBBeiifir 
Form angeben. 

Bebufs leicbterer Berecbnung formen wir das Integral durcbj 3 ?==r- — 
um; dadurcb entsteht 



I his VV alirHi'-lioiiiliclikeits-Integral , 


B5 


fol^^licti 


0 

_ j ^ j e-'^''dXj 

i) ~ ;»• 

0 

Jf\x) ■= j j 


+//' 


uutl kami uIho (v^l. S. 20, 21) 

liin "2 Fix) lini j 

j/ — // 

l)('r i)ir(*n7,\vtn*ih Jiul* (Iot rochtxni Soito liat aineii bestinimten Siiiii; 
(hnm liissi sirJi nachvvtnst^n, dass die beideii Integrale 

•f,v' 


j mid j 

^g^r 


hei belitddgtni aher (umstaiiten r, .s* mul bei bestaiulig waclisendeii g, g' 
gegen eimimler eotivi^rginai. Da iianilieli <C sobald x 

aiiHHerbalb d«‘s Ibn'eiehe.s (O . . . l) mul da bier //' beliebig groHS 

uug<aHHnnien wcaabm <lari, so hat man 

j/ f n ]/' I -’ 

I >■ <1 <•■ 'd.r ■ - ■ (' •('^’-1-'' + <■“•'''? 

I' 

liin /c'^’d.r — O; 

•J ' *' n) 

•/ 

idieaHti Ihidei man 


Urn I e-' 




iliimil. int. <11«* aufgnHinlU.i- Bchaniitiniff hnwicHnn. 

Mnliiplif.iri man jnt/.t das /,u bnracduuuuln Intngral init sicli solbst, 

Sit ent.Hleht 

li,„ .1 - lim lim / dij I n I ;/’),/.-,: , 

J / !/ f f* ^ 

^ .i /> h* ■ h [i 

uud dinsns Dnj.indininKral wird duiT.h BinlTdirung von rolarcooi-dinat.ui 
iniograbol. Wir sot/ion • 

==■„ r cos T , ?/ ” r sin v 

uiiil crbalUm i'Clr din Knnntiional-Dntnnninanfce 

nos V — r sin « 

' Hin V + r cos v 
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also fiir den neuen Integraiideii . Nun sind noch die Integrations- 
grenzen zu bestimmen. Das Integratiousgebiet fiir y war ein 
Recliteck, dessen Seiten die Langen g g' und h ~\- Ji batten und 
die der X- bezw. X-Axe parallel waren. Dentt man sicb um den Nnll- 
punkt zwei Kreise gescblagen,. deren kleinerer ganz in jenem Rechtecke 
verlauft und dabei die nacbstgelegene Seite desselben beriilirt, wiibrend 
der grossere Kreis das gesammte Recliteck in sicb fasst und dabei 
durcb die fernste Ecke desselben gebt; bezeicbnet man ferner die Radien 
dieser Kreise mit und B,, so liegt das Integrationsgebiet des trans- 
formirten Integrals zwiscben diesen beiden Kreisen. Man bat demnacb^ 
da ja der Integrand stets positiv ist 


2 jz 


27t 

e~'‘'''rdr 


J civ J e~''~rdr < j er'^'^'rdrdv <J dv j t 

U 0 0 0 

2 /' 2 
je(1 — e ^) < / e~‘'^rdrdv < jt(l — e . 


Hiernach ist, werm man zur Grenze iibergeht, 
lim e-=^dx = 2 lim F(x) = 1^51:^ 

a7 = co e/ x — w 


00 CO 

J" S~^^dx == i , J 's-^''-dx = ^\yn\ . 

— CO 0 

Das berechnete Integral spielt* in der Mathematik als „Walir- 
sebemlicbkeitsintegrak' eine grofse RoUe; es ist aucli deshalb selir be- 
merkenswertb, weil es eins der wenigen ilirem Werthe nach bekannten 
ist, die sick nicht dureh ein, weiterbin zu erAvabnendes, sehr allgemein 
an-wendbares Mittel finden lassen. 

Die eben verAvendete Metbode tragt nocb AAreiter. Fiihren Avir in 

X y 

lim lim Cdx f dyf{x^ ^ j 

a:=oo y~coJ J 
0 0 

■wie oben Polarcoordinaten ein, dann wird sicb ergeben: 

n 

J ~ lim C dv ff(r^)rdr = ~- lim 

» ’ = J J ^ s = « 

0 0 

so dass wir das Doppelintegral auf ein einfacbes reducirt baben. 




Dritte Vorlesiing*. 

Inl.i\£Tnifcion eines vollstarLcligen Differentials nin ein Eeclitecl? ; um ein reclitwitikliges 
Dreieck; urn ein belielnges Dreieck; um eine beliebige Curve. -- Beweis des 
Satzes fur ein liinggebiet. — Clausius’sclie Coordinaten. — Zweiter Beweis des 

Satzes. — Umformimg seiner Yoraiissetzungen. — Erweiterung des Satzes. 

Naturliclie Begrenzung. — Punctionen complexer Argumente. — Der CaucLy'sche 

Satz. — Beispiele. 


§ 1 ... 

Wir koinmen jetzt zn einer der wiclitigsten Anwendungen des in 
der Transforinatiousforinel liegenden Satzes von der Vertauschbarkeit 
der Integrationsfolgen. 

Wir betracliten eine Function F{Xj y), deren beide ersten Ab- 
leitnngen 

dF{x,y) 




F,(x,y) 


dy 


F ^2 -^21 


xmd deren zweite Ableitung nacb x und y, also 

y) _ 

ox ' dy dy ' dx 
in dem Iiitegrationsgebiete iind auf dessen Grenzeii eindeutig^ endlicli 
und im Allgemeineii stetig sind. Integriren wir nun F^^ dber ein 
Itochteck mit den Ecken 

^o; y^) 2/o5 ^*o; Vi ? 

SO ergiebt sicb einerseits 

Vi 


yA 

'•Jo 


J dxj Fi^{x, y)dy =J dx{F^(so, y)) 

i/l) ^0 

ail a;jL 

F, (x, y,)dx —J F:,(x, y^)d. 


und an€rerseits 
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Naci miseren Voraussetzungen stimmen beide Resultate 
iiberein, d. k es bestebt die Gleichung 


Vi ^0 

(1) J F^{x,yQ)dx-\-J F 2 (xi,y)dy-\- J f^{x, y^dx-{- 



Nun ist aber 

J dF{x, y)=J F,{x, y)dx+j F.,{x, ii)<-iy ■ 

Setzt man liierin der Reike nach und ',x\^ also und 

dann y =- i/o ^^^d j also dy = 0 j so ontstokon. dio Fonnoln 

(dF(x,y) =-iF,Xoo,,y)dy:, / dF{x,y) - / F,(x,,y)dy^, 

J (z^Xo) ^ (.r=a:,) e/ 

I dF(x, y)^l FX^, y^dx-, j dF(x, y) = / F, (x, y,)dx . 

J (f/ = 2/o) J (?/ = i/,) 

Ftikrt man diese Wertke in (1) ein, so erkalt man 


p p 

(2) / dF{x, y) + / dF{x, y) + / dF{x, y) + / dF{x, y) - 0 . 

d Oj^ijo) d (.r=.ra) (•r=.ro) 

x_, Vo Xi l/i 

Geometrisck gedeutet keisst das: ,,Das Integral des vollstiindigcHi Diik^ 
^^rentials einer Function Yon x und y^ erstreckt tlber den Uinfang tvines 
„Recktecks, der Art^ dass das Innere immer zur Linken der b\)rtsckritts- 
„ricktung bleibt^ kat den Werth Null. Yorausgesetzt ist dabei, dass 
j^die beiden ersten Ableitungen der Function sowie die zweite Ableitung 
j^nach beiden Variablen eindeutig, endlich und im Allgemeinen stetig sind.^^ 


§ 2. 

In gleicker Weise wollen wir das Doppelintegral 

J J F,2{x,y)dxdy 

iiber die Flacke eines recktwinkligen Dreiecks mit den Ecken ri' ] 

5', 71 erstrecken, wobei I' > X > V 

sein soil. Das Dreieck hat also die neben- 
stekende Lage. Der reckte Winkel liegt an 
der Ecke Katheten sind den Coor- 

dinaten-Axen parallel; die Hypotenuse wird 

durck die (jleickungen 

a? == § + — 5) , y + t {'t] — X) 

gegeben. Wir bilden nun zunackst das Integral 




Integration nm ein rechtwinkliges Dreieck. 39 

f; 

J 'ItJ l>„(x,i)dy + 

Vo ^ 

iKvi dem (Uc Grenzen so normirt sind, dass das Integrationsgebiet sieb 
iibcr die Dreiecksflacbe erstreckt; man erhiilt daftir den Werth 
!' i' i 

J dx{l\{x, ?/))^'^ =Cfj^(x, ri')dx-{- j F^(x, tj' -f- t(t] — ri'))dx . 

Ebenso ergicbt sich fiir das Integral 

J dyj y)dx (§0 = § + ^ (r - I) = I + ^(r - d) , 

V '^o 


(IcBSGii IiitjB^riitiioiislDOi’cicli (i6rs6llD6 ist wio dor obig©^ dor 
2' v' >; 

Jdy(F,(x, y))l',=-f FS', y)dy + (>,(1 + - |), y)dy . 

V >1 

I)i(^ Gloicliyetzmig der beiden Resultate liefert^ als Summe gesclirieben^ 
0 = / F,(x, ri')dx +y*-f;(r, y)dy + J Fs(i + y)dy 

Y' n rf 

v 

-f J F^(oo, y' t{y — ■Yi'))dx. 

c 

Genau wie im vorigen Paragraphen ergiebt sich fiir die beiden ersten 
Integrale 

\ I t X 

I K O^, y')dx = I dF(x, y), f F, (| y) dy = ( dF(x y) . 

Fillirt mail iin dritteii und iiu vierten Integrale der Summengleicliung 
t als Variable ein, so geht die Summe dieser beiden in 
1 

J — I), n + Kn — v))'(n — 


+ Jf , e + #(r - 0 , y + Ky - n )) • (r - l)dt 

0 

0 

fiber, wo das letzte Integral in der Art iiber die Hypotenuse des recht- 
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winkligen Dreiecks ersfcreckt ist, dass die Fliiche ziir Linken der Fort- 
schrittsrichtuiig bleibt. Dainit ist danii der Satz bewiesen^ ^^dass das 
^Integral 

J dF{x, y) 

„erstreckt iiber den Umfang unseres reclitwinkligen Dreiecks den Werth 
j^Null besitzt^^ 

Dieser Satz liisst sich oline Weiteres auf jedes beliebige Dreieck 
ausdebnen. Denii jedes Dreieck (7 kann in 4 reclitwinklige Dreiecke 

zerlegt werden^ deren 
Hypotenusen in die 
Seiten des gegebenen 
Dreiecks fallen^ und 
deren Katbeten den 
Coordinaten-Axen pa- 
rallel laufen. Es reicht 
dazu aus, durch eine 
der Eckeii; JB, eine 
Parallele zu eiiier Axe 
zu zieben und von den 
anderen beiden Ecken 
C A und G Senkrechte 
auf jene Parallele zu 
fallen. Iiitegrirt man daim um die vier Dreiecke einzeln so berum^ 
dass bei dem Umfahren der Dreiecksseiten AC, CB, BA die Dreiecks- 
Flacbe ABO zur Linken bleibt, dann hebeii sicb die Integrationen 
langs der Hulfslinien auf, da eine jede zweimal und zwar in verscbie- 
denen Ricbtungen durchlaufen wird. Dabei wird die Summe der vier 
Integrate gleicb Null, und dies beweist den aus^esprocbenen Satz. 


B 



§ 3. 

Nunmebr lasst sich der Scbluss zieben, dass liberbaupt „das Inte- 
,,gral eines vollstiindigen Differentials unter den ftir die Function auf- 
„gestellten Bedingungen iiber irgend eine gesclilossene Begrenzung in 
„der Weise erstreckt, dass das eingescblossene Gebiet stets zur Linken 
;,liegt, den Werth Null erbalP^. Die zu Grunde gelegten Bedingungen 
sind ausreicbend ftir die Litegrirbarkeit des Differentials, bezw. fiir die 
Vertauschbarkeit der Reibenfolge der Integrationen seiner Ableitungen. 
Wir werden iibrigens bald die aufgesteUten Bedingungen einer genaueren 
Betracbtung zu unterzieben baben (vgl. § 7). 
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Zuerst benutzen wir zum Beweise den Satz aus § 1 liber die 
Integration um die Seiten eines Rechteckes. Wir zielien in beliebig 
kleinen Entfernungen d von einander eine Reihe aquidistanter Paral- 
lelen zur X-Axe und zerlegen dadurcb das gegebene Grebiet in einzelne 
Streifen; diese Streifen konnen wir, wenn nur d hinlanglicli klein ist, 
ohne merkliclien Pehler durcli Rechtecke ersetzt denken, welclie die 
iimerhalb des Grebietes liegenden Theile je einer Parallelen als Grrundlinien 
liaben. Integrirt man dann um jedes einzelne Rechteck so, dass seine 
Flaclie zur Linken bleibt, dann ist die Summe der Integrale gleicli 
Null. Bei den Integrationeii zerstoren sich diejenigen, welcbe laiigs 
der Parallelen zur X-Axe innerbalb des gegebenen Grebietes verlaufen, 
da jedesmal sowolil von recbts nacli links wie von links nacli recbts 
auf zwei benaclibarten Streifen integrirt wird; es bleibt die Integration 
liber eine gebrocliene, abwechselnd der X- und der X-Axe parallele 
Linie zurllck, welclie der Curve umbeschrieben ist. Die Integration 
ilber dF langs dieser Linie ist also Null. Bei abneli mender Grrosse 
von d nabert sicb diese Linie der gegebenen Curve; und da und PI, 
sich dabei in gleicbmassiger Weise denjenigen Werthen nabern, die sie 
auf der Begrenzung erbalten, so gilt das Theorem, dass 

jdF=^0 

sei, aucb bei der Integration um die Curve bermn. 

Denselben Satz konnen wir mit Hlilfe des Dreiecks-Satzes aus § 2 
nacbweisen. Wir zerlegen die Plache in der Weise, dass wir von 
einem beliebigen in ihrem Innern gelegenen Punkte aus bis zu den 
Eckpunkten einer, der Curve einbeschriebenen, gebrocbenen Linie 
Strablen ziehen. Die einzelnen Seiten dieses Polygons- sollen hinreicbend 
klein angenommen werden. Die Summe der liber alle so gebildeten 
Dreiecke sicb erstreckenden Integrale bat nacli § 2 den Wertb 0. 
Hierbei zerstoren sicb aber die Integrationen langs der einzelnen Radii- 
Vectoren, da ja jedes einzelne Dreieck so umlaufen wird, dass seine 
Flaclie zur Linken der Fortscbrittsrichtung liegt. Es bleibt also nur 
die Integration langs der im gleiclien Sinne durcblaufeneii Curven- 
sebnen zurtick; diese liefert folglich aucb den Wertb 0. Der Ueber- 
gang von ibnen zur Curve selbst wird genau so vorgenommen, wie 
beim ersten Beweise*). 

*) Vgl. Kronecker: „Ueber das Cauchy’ sche Integral Monatsher. der 
Akademie d.. Wiss. in Berlin, 1885. S. 786 (30. Juli). 
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§ 4. 

Wir wollen den in Rede stehenden wichtigen Satz aucli rein ana- 
lytiscli ableiten. Hierbei mag man sicb daran erinnern, dass znr 
Integration iiber die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks die 
Grleicbimg dieser Geraden in der Form x ^ y = ip{t) benutzt 
werden musste. In einer solchen Form muss auch die Gleicliung der 
Integrationscurve G(X) y) = 0 gegeben sein, -weim die Integration tlber 
den TJmfang derselben wirklich ausgefiilirt werden soU. Dabei sind x 
und y als eindeutige Functionen von t vorauszusetzen. Diese Annahmen 
'involviren keine besonderen Voraussetzungen; denn, wenn eine solche 
DarsteUung niclit moglicb ist, dann lasst sick tiber das Gebiet iiber- 
kaupt nickts aussagen. 

Den analytiscken Beweis konnen wir bequem in etwas allgemeinerer 
Weise geben^ indem wir statt des biskerigen Integrationsgebietes ein 

ringformiges nekmenj dessen aussere 
Begrenzung durck die gegebene Curve 
dargestellt wird, wahrend seine innere 
Begrenzung durck eine beliebige, inner- 
kalb des Gebietes liegende^ einfacke 
Curve gebildet werden soil. Wir inte- 
griren dann von einem beliebigen 
Pimkte A der ausseren Contour aus 
in der durck die Pfeile angezeigten 
Ricktung um die aussere Begrenzung 
kerum; dabei bleibt das Innere zur 
Linken. 1st man nack A zurxickgelangt^ dann integrirt man von da aus 
bangs einer Strecke AJB bis zur inneren Begrenzung; um diese wieder 
in der Weise, dass die Ringfiacke zur linken Hand bleibt bis J?; und 
dann endlick bangs JBA zum Ausgangspunkte A zuruck. Die Inte- 
grationen tlber AB und iiber BA heben sick dabei auf; das Gesammt- 
resultat ist also eine Integration iiber die innere und eine iiber die 
aussere Begrenzung, wobei diese beiden in entgegengesetztem Sinne 
ausgefilkrt sind. Kann man beweisen, dass das Gesammtresultat 0 
betragt, so ist kierin der Beweis des friikeren Satzes entkalten. Denn 
wenn sick die innere Begrenzung auf einen unendlick kleinen Kreis 
reducirt, dessen Mittelpunkt y,^ und dessen Radius p sein moge, 
dann stellt sick unter Einfllkrung von Polarcoordinaten das innere 
Integral als 

y)^J * ( — + Q cos «/o + p sin t) sin t 

+ - 1^2 (^0 + Q 2/o + P t)Qdt 
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dm. I {d|^lit*|t wird m untor miHeren Voraussetzungen liber 1 ^\ und 
utgui M S I<a(iois Q utieiullicli kleiii; damit siiid wir dann auf das 
den verigt'n Paragniplien ziiruckgekom.men. 


Uni tit'u aurg(nsi.(dll(Mi allgemcmeren Satz m beweisen^ fillirt mail 
ara besimi ain (dgimikiiuilicdies Coordinateii-Systom eiii, welches in der 
I iitt*idiuliheon<' yon (Uansiiis zweckmassig imd mit grossem Erfolge 
boiiuizt \vunlt‘; wir w<dl(‘ii di(‘S(^ (Viordiiiaten als Claiisius’sche Coordi- 
ualon b(‘/richnoti. I)i(^ li<Mi<‘n!uuig ist wobl gerechtfertigt^ weinigleicli 
siduoi U‘nuss das Sysiein din* Ooordinaten 
in soiiHO' A bliandluiig: '^ITieoria attractioxiis 
tan-poriun s}duu»roidonun etc. (Werko IV^ 

S. ! ) hemitzt. 

Wir iitdunon auf der iiussoren Begreii- 
•/uug oiinni willknrlielu^n Pmikt A an imd 
reidiuon vtni ihtti ans auf dor Curve in. 
uuHert'r gebnluiddielKui liitdifung di(‘Bogon- 
langtai . 1 * 1 / .s*. Dalxd kdiuuui wir den 

gair/en U in fang der (hirvc* ^ 1 setzen, so 

dnsH also .s von 0 bis 1 lauft^ wrihreud M 
uui A atis in <ler nng(‘g(d)(uuui K.ichtiing die gauze Curve uuikreist. 
f'eriuT nelunen wir ini Inruu'n d(‘r eiiigeschlossejuni Begrenzuiig eineii 
tesfen Puald P an, ziiduui d(ui beweglkdieu, uin F drelibaron liadius- 
Vertor PM^ welcher di(‘ iniu'n^ Begrenzung in Q schneidet, uiid lie- 
Htijiiinen den auf Q bewi'.glicban Pimkfc N dundi die Coordinate 

r die* Punki(‘ inncu'halb de,s llingberoicdies variirt soinit r 

vuH n bis 1; alb* Punkte dor inrawen Bt^grenziing haben r -- p alio 
der iluHHen*n habmi r 0. Dana ist also filr jeden Puiikt ./;, y/ des 

PiiiggidHidsOH 

•r = <5r?(r, .s*), y — ip(rj s) 

(r,.s = 0...1). 

Wir W(dleii uhrig<‘ns, lun geoinelirisclic Coin|dioa.tionon. zu venneiden, 
die \’oruuss<dzuag mae-heu^ dass jiuler liadius-Vector nur ein Schnitt- 
jundd Ibuir d/, Jtidw<*iHt. Diese Voraussetzung lasst sich stets durch 
geetgneie Zmdegung doB liinggebieteB und passende Wahl der Punkte 
P verwirklitdnm, ^ Wir haben dann unter imseren Voraussetzungen 9 
iiiid t uIh eiiHbnitig<^ Fimctionen von r, 6* bestiinmt. 

Eine Holtdii* tkuirdiiiaten-Bestimmung wird uberall da angebracht 
Sfdii, wci eiiie gewisso licgreiizung und ein gewisser Punkt im Innern 
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dF dF_^ 0^ 

^ dy ^ dx^ ^ cxdy ^ dy^ 

endiieh und eindeutig seien. Dann folgt aus der Endliclx'keit der drei 
zweiten Ableitungen, dass die beiden ersten Ableitungeix i'ui' denselbeii 

Bereicli aucb stetig sind. Es ersetzeii 
folglich unsere jetzigen BedLiixgungeii die 
friiiiereii lioclistens an denjoxxig’eii. Stelhni 
nicht^ wo F^.^[x,y) aufliort;^ stefcigo 

Function zu sein. 

Gesetzt die Stetigkeit von hdrt(j 

in einem Punkte 0 auf; daroa kdiineii wir 
nack dem allgemeineren So^tze aus § b 
yerfabren und zum Integarale iiber die 
aussere Begrenzung nock ei 3 a. solclies illxu* 
einen beliebig kleinen Kreis liiiizu iiekmen;, 
der den Punkt 0 umsckliessk. Der I’unkt 
0 moge die Coordinaten -rij der Kreis urn 0 den Radius q, xind seiiu^ 
Punkte die Goordinaten 

y ~ q sin v (v — O . . , 2 xc) 
besitzen; dann wkd das um den Kreis erstreckte Integral 

2n: 

J (— -Fj • sin + 1^2 * v)Qdv 
0 

wegen der Endlicbieit von und jFg und der unendlich kleinen Grosser 
von Q selbst unendlicb klein. Der Beitrag, welcken dLioses Integx*al 
liefert, wenn man um die aussere Begrenzug und um 0 lie 2 rii.m integrirt^ 
versekwindet also; es ersetzen daher in diesem Falle dLio neuen Be- 
dingungen jene alten. Dasselbe findet statt^ wenn in beliebig vielen 
disereten Punkten des Grebietes die Function auf'korfc^ stetig zu seiu. 

Wenn zweitens die Stetigkeifc von F^^ iangs einer Curve j4.JB uriter- 
brocken ist, so zerlegen wir das Grebiet durck zwei dem benach- 

barte Curven und deren Gleickungen 

P,{x,y-i)^0^ P2(^,2/;0 = o 

sind^ in drei Tkeile; t bedeuten dabei zwei Paranaeteir die so be- 
sekaffen sind^ dass 

B,(x, y- 0)=:P,(^^ y; 0) = 0 

die Gleickung der ausgescklossenen Curve AB darstellt. Gilt ietzt 
unser Satz fur die Gebiete (I) und (K), dann ist 
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I dF+ fdF^O^, ldF+ (dF=0, 

J <3^1 = 0 e/ Pj=0 t/ P^=0 J Oj, — 0 

und also folgt fur die Summe: 

{dF-\-idF^{ \dF+{dF\^Q. 

J c/>j=0 J </>2 = 0 Pi=s0 ^2 = 0^^ 

Da nun F^(x]ij) und F^ipc^y) stetige Functionen sind, so werdeii sich 
bei hinreicbend kleinen ty f die Werthe von dF fiir Pj == 0 und fiir 
P^ = 0 an benachbarten Stellen um beliebig wenig von einander unter- 
scbeiden; und weil und A.^B., in entgegengesetzten Ricbtungen 

durcblaufen werden, so erbalt man 

lim / dF + lim C dF == 0 . 

if=0e/ P,=0 1^=0 

Es gilt deshalb der zu beweisende Satz auch fiir das ganze Gebiet. Das- 
selbe findet statt^ v^enn in beliebig vielen discreten Linien des Gebietes 
Pj 2 auflibrt, stetig zu sein. 

Wir konnen also unseren Satz aucb so formuliren: 

^^Erstreckt man das Integral 

-/S' +§?'*!') 

jjuber die Begrenzung eines Gebietes^ so dass das Innere desselben 
^jStets zur Linken der Fortschrittsrichtung bleibt, und sind fiir alle 
,^Punkte des Gebietes und seiner Begrenzung die Ableitungen 

y) ^ d-F{ x, y ) c^^Fjx, y ) d'^F jcc, y) 
dx ^ dy ’ dx'^ ^ dxdy ^ cy^- . 

„endlicbe und eindeutige Functionen^ dann ist der Werth des Integrals 
„gleicli Null/^ 

Diesem Satze kann man noch eine andere Wendung geben, weim 
man die Begriffe der Eindeutigkeit und der Mehrdeutigkeit einer 
Function zweier Variabeln berucksicbtigt. Bestimmt man die Werthe einer 
Function f{Xj y) dadurch^ dass man aus dem Werthe fipo^j y^) fiir einen 
bestimmten Punkt .x;,, y^ durch eine eindeutige Operation den fiir einen 
benachbarten Punkt berechnet, aus diesem ebenso den fiir einen 

benachbarten y.^y u. s. w., und gelangt man beim Fortschreiten naeh 
x^y y^ zuriick, so kann der erhaltene Werth dem urspriinglichen gleich 
Oder von ihm verschieden sein. Ist das Erste der Fall, wie man auch 
die Zwischenwerthe innerhalb des Gebietes wahlt, dann heisst die 
Function fiir dieses Gebiet eindeutig. Erhalt man dagegen auf irgend 
einem Wege statt des urspriinglichen Werthes einen davon verschiede- 
nen, dann heisst die Function in dem Gebiete mehrdeutig. 



